
(𝒑, 𝒒, 𝒓) 三角形密铺 
 

1. 基本定义与分类依据 

• 内角：
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 ，其中 𝑝, 𝑞, 𝑟 为正整数。 

• 密铺存在的空间条件： 

     • 球面 (K > 0): !
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     • 欧氏平面 (K = 0): !
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     • 双曲平面 (K < 0): !
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2. 球面密铺 (5, 3, 2) 与高斯-博内定理 
 

2.1几何意义 

(5, 3, 2)对应一个球面三角形，其三个顶点位于球面上，三条边是连接这些顶点的大圆
弧。这种三角形是构建密铺的基本单元。 

 

2.2有限解及其对应的柏拉图立体 

									满足 !
"
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> 1的整数解(𝑝, 𝑞, 𝑟)仅有以下四类	

(2,2, 𝑛)	 正棱柱(𝑃𝑟𝑖𝑠𝑚)和反棱柱(𝐴𝑛𝑡𝑖𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚)	

(2,3,3) 正四面体(𝑇𝑒𝑡𝑟𝑎ℎ𝑒𝑑𝑟𝑜𝑛)	

(2,3,4)	 正八面体(𝑂𝑐𝑡𝑎ℎ𝑒𝑑𝑟𝑜𝑛)	

(2,3,5)	 正十二面体(𝐷𝑜𝑑𝑒𝑐𝑎ℎ𝑒𝑑𝑟𝑜𝑛)	

 

2.3高斯-博内定理(𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 − 𝐵𝑜𝑛𝑛𝑒𝑡		𝑇ℎ𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚) 
这是连接局部几何（曲率）与整体拓扑（欧拉示性数）的核心定理。 
• 一般形式： 对于二维紧致无边曲面 𝑀	，有： 

	B 𝐾
%

𝑑𝐴 = 2𝜋𝜒(𝑀) 

														−	𝜒(𝑀) ∶ 	曲面𝑀的欧拉示性数。 
 
• 带边界形式：对于曲面 𝑀 上的一个单连通有界区域 𝐷	，其边界 𝜕𝐷 由若干条分段



光滑的测地线构成，则： 
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−	𝐾:	高斯曲率。
−	𝑑𝐴:	面积元。
−	𝜃' ∶ 	边界在第	𝑖	个顶点处的外角。
−	𝜒(𝐷) ∶ 	区域	𝐷	的欧拉示性数。
−	对于单连通区域：	𝜒(𝐷) 	= 	1。

 

 
 

• 球面三角形角盈：由于球面曲率	𝐾 = !
*!
为常数，且𝜃' = 𝜋 −内角'，代入整理可得： 

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 − 𝜋 =
𝑆+
𝑅, 

  对于球面密铺 (5, 3, 2) 与	𝑅 = 1，𝑆+ =
𝜋
5 +

𝜋
3 +

𝜋
2 − 𝜋 =

𝜋
-.

 ，则该密铺由 120个基本

三角形构成。 
 

2.4欧拉公式与正十二面体 

• 欧拉公式： 𝑉 − 𝐸 + 𝐹 = 2 
• 正十二面体： 𝑉 = 20, 𝐸 = 30, 𝐹 = 12 
• 验证： 20 − 30 + 12 = 2，符合公式 

 

3. 双曲密铺 (7, 3, 2) 与庞加莱模型 
 

3.1 几何性质 

• 角亏： 𝛿 = 𝜋 − (𝐴 + 𝐵 + 𝐶) > 0根据高斯-博内定理，这等于该三角形面积乘以曲率
的绝对值。 
• 曲率： 𝐾 = −𝑘,	(其中	𝑘 > 0)，为了简化计算，通常取	𝑘 = 1，即	𝐾 = −1。 
• 双曲密铺可以通过球极投影变换从半球面模型导出至庞加莱圆盘中观察。 
 

3.2 庞加莱圆盘模型 

这是研究双曲几何最常用的模型之一，将整个双曲平面映射到单位圆盘内部。 

• 度量： 𝑑𝑠, = /(12!314!)
(!6(2!34!))!

 对应高斯曲率	𝐾 = −1。 

• 面积元： 𝑑𝜇 = 1214
(!6(2!34!))!

 

• 等距变换 (𝐼𝑠𝑜𝑚𝑒𝑡𝑟𝑦)：双曲平面上的等距变换（如反射、平移、旋转）在此模型中



表现为保持单位圆盘不变的莫比乌斯变换。 
 

• 反演： 𝑧′ = 𝑐 + $!

768
 是构造双曲反射的关键工具。 

 

4. Coxeter群、Coxeter图与三角群 
 

4.1 Coxeter群定义 

Coxeter群是一类由反射生成的离散群，是研究对称性和密铺的强大工具。 
 
• 生成元： 𝑆 = {𝑟!, 𝑟,, . . . , 𝑟(} ，每个	𝑟' 	代表一个反射	(𝑅𝑒𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛)。 

• 关系： (𝑟'𝑟9):"# = 1，其中	𝑚'9 = `1 𝑖 = 𝑗
2,3, . . . , ∞ 𝑖 ≠ 𝑗 定义了两个反射之间的关系。 

    如：𝑚'9 = 2 表示 𝑟' 	和	𝑟9  可交换；𝑚'9 = ∞ 表示 𝑟' 	和	𝑟9  之间没有额外的关系。 

4.2 Coxeter图 

Coxeter图是 Coxeter群的一种直观表示方法。 
• 顶点：每个生成元	𝑟' 	对应一个顶点。 

• 边：如果	𝑚'9 ≥ 3，则在顶点 𝑖	和	𝑗 之间画一条边，边上标记数字	𝑚'9  

        若	𝑚'9 = 2，不画边；若		𝑚'9 = 3通常省略数字标记。 
 
• 三角群示例：Δ(𝑝, 𝑞, 𝑟) 的 Coxeter图是一个三角形，三个顶点分别代表三个反射生成
元，三条边分别标记为 𝑝, 𝑞, 𝑟。这个图完全决定了群的结构。三角群 Δ(𝑝, 𝑞, 𝑟) 是一
类特殊的 Coxeter群，它作用于球面、欧氏平面或双曲平面，通过反射一个基本三角

形（其内角为 
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 来生成相应的密铺。 

• 群的阶：三角群 Δ(𝑝, 𝑞, 𝑟) 的阶公式为： 
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对于	(5,3,2)，我们有：|Δ(5,3,2)| = /
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旋转对称群的阶数，与球面密铺数量相对应。 
 


