
黎曼面工程部分分享

摘要：
本报告旨在探讨黎曼面的几何与拓扑性质，并阐述如何通过3D打印实体模型来直观理解复变函数
的多值性与单值化过程。

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

第一部分：从复变函数到3D打印的数学建模

在复平面 𝐶 上，多值函数无法通过简单的平面图形表示。为了在三维欧几里得空间 𝑅3 中构建黎
曼面的实体模型，我们需要将复数域的四维信息（输入实部、虚部与输出实部、虚部）投影或嵌
入到三维空间中。

1.1 建模的基本映射方法

设复变函数为 𝑤= 𝑓(𝑧)，其中 𝑧=𝑥+ 𝑖𝑦，𝑤=𝑢+ 𝑖𝑣。
为了进行3D打印，常用的建模映射方法是将输出的实部（或虚部、模长）作为高度轴（𝑍轴），
保留输入的复平面作为 𝑋𝑌 平面，并通过颜色或分层表示虚部（或实部），利用参数方程构建曲
面。
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最直观的实体化映射 𝐹 定义为：
𝑃~ (𝑥; 𝑦)= (𝑥; 𝑦;Re(𝑓(𝑥+ 𝑖𝑦)))
或者使用极坐标 𝑧= 𝑟𝑒𝑖𝜃：
𝑃~ (𝑟; 𝜃)= (𝑟cos𝜃; 𝑟sin𝜃;Re(𝑓(𝑟𝑒𝑖𝜃)))

1.2 具体函数的建模实例

实例 A: 平方根函数 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤= 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧p

定义：𝑤= 𝑧1/2 是最简单的二值函数。在复平面上绕原点一周，幅角增加 2𝜋，函数值变号；需绕
4𝜋 才能复原。

建模方程：
令 𝑧= 𝑟𝑒𝑖𝜃，则 𝑤= 𝑟

p
𝑒𝑖𝜃/2= 𝑟

p �
cos 𝜃

2
+ 𝑖sin 𝜃

2

�
。

取实部作为高度 ℎ：
𝑋= 𝑟cos𝜃
𝑌 = 𝑟sin𝜃
𝑍= 𝑟

p
cos 𝜃

2

3D结构特征：

� 定义域：𝑟> 0，𝜃2 [0; 4𝜋)。

� 自相交：在 𝑅3 投影中，当 𝜃=0 和 𝜃=2𝜋 时，虽然 𝑍 值不同（分别为 𝑟
p 和 ¡ 𝑟

p ），但
在 𝑋𝑌 平面上重合。模型呈现为两个互相交织的曲面（“叶”），在原点（分支点）处相
连。

实例 B: 三次代数函数 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤= 1¡ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧33
p

定义：该函数具有三个分支。其分支点由 1¡ 𝑧3=0 决定，即 𝑧 为三次单位根 1; 𝑒𝑖2𝜋/3; 𝑒𝑖4𝜋/3。
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建模方程：
令 1¡ 𝑧3=𝑅𝑒𝑖�，则 𝑤=𝑅1/3𝑒𝑖(�+2𝑘𝜋)/3，其中 𝑘=0; 1; 2。
𝑍𝑘=Re(𝑤𝑘)=j 1¡ 𝑧3j1/3 cos

�
arg(1¡ 𝑧3)+ 2𝑘𝜋

3

�
3D结构特征：

� 该模型由 三叶（3 Sheets） 组成。

� 在三个分支点处，三层曲面汇聚在一起。

� 割线（Branch Cuts）：在数学处理上通常在分支点之间连线作为割线，在3D模型中，这
表现为曲面层之间的“楼梯”或平滑过渡区域。模型展现为一个亏格非零的紧致曲面的一
部分（该函数对应的紧致黎曼面亏格为1，即环面）。

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

第二部分：复变函数到三维黎曼面的一一对应性质与单值
化定理证明
本部分旨在揭示复变函数（特别是多值函数）与其黎曼面几何结构之间深层的数学联系。我们将
证明，多值函数在复平面上的“混乱”可以通过提升（Lift）到黎曼面上变为“有序”的单值映
射。

2.1 覆叠空间与覆叠映射：定义的数学基础

2.1.1 覆叠空间 (Covering Space) 的定义

设 𝑋 是一个连通的局部道路连通的拓扑空间（在复分析中，这通常指除去分支点的复平面域）。

定义：一个覆叠空间是一个二元组 (𝑋~ ; 𝑝)，其中 𝑋~ 是一个拓扑空间，且存在一个连续满射 𝑝:
𝑋~!𝑋（称为覆叠映射），满足以下条件：
对于 𝑋 中的任意一点 𝑥，都存在 𝑥 的一个开邻域 𝑈（称为均匀覆盖邻域），使得 𝑝¡1(𝑈)是 𝑋~ 中
一组互不相交的开集 f𝑉𝛼g𝛼2𝐴 的并集，即：
𝑝¡1(𝑈)=

F
𝛼2𝐴 𝑉𝛼

且对于每一个 𝛼，映射限制 𝑝j𝑉𝛼:𝑉𝛼!𝑈 是一个同胚（在复分析背景下，是共形映射）。

� 解释：这意味着在局部范围内，𝑋~ 看起来和 𝑋 一模一样，但在全局上，𝑋~ 可能在 𝑋 上卷
绕多次。

� 纤维 (Fiber)：对于 𝑥2𝑋，集合 𝑝¡1(𝑥) 称为 𝑥 上的纤维。对于 𝑛 阶代数函数（如 𝑧
p ），

纤维包含 𝑛 个离散点。

2.1.2 关键性质：路径提升 (Path Lifting) 与同伦

这是理解“为何黎曼面能让函数单值化”的关键性质。

路径提升性质定理：
设 𝑝:𝑋~!𝑋 是覆叠映射，𝛾: [0;1]!𝑋 是𝑋 上的一条路径，且起始点为 𝛾(0)=𝑥0。如果我们在覆
叠空间 𝑋~ 的纤维 𝑝¡1(𝑥0) 中任选一点 𝑥~0，那么存在且唯一一条路径 𝛾~: [0; 1]!𝑋~，满足：

1. 𝛾~(0)=𝑥~0 （起点对应）

2. 𝑝 � 𝛾~= 𝛾 （投影回原路径）
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物理意义：
在复平面 𝑋 上，当你沿着围绕原点的圆周 𝛾走一圈回到起点时，函数值 𝑧

p 变了。但在覆叠空间
（黎曼面）𝑋~ 上，根据唯一提升性质，路径 𝛾~ 并未回到起点 𝑥~0，而是到达了纤维上的另一个点。
这解释了多值性的来源：底空间的一个闭回路，在覆叠空间上可能是一条非闭合的路径。

2.1.3 万有覆叠空间 (Universal Covering Space)

如果覆叠空间 𝑋~ 是单连通的（即没有孔洞，所有闭曲线都能收缩为一点），则称其为 𝑋 的万有
覆叠空间。

� 性质：万有覆叠在同构意义下是唯一的。

� 重要性：任何黎曼面都可以看作是万有覆叠空间对覆盖变换群（基本群）的商空间。

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

2.2 单值化定理 (Uniformization Theorem)

2.2.1 定理陈述

单值化定理：
设 𝑆 是任意单连通的黎曼面，则 𝑆 必与下列三种标准区域之一共形等价（双全纯同构）：

1. 椭圆型 (Elliptic)：黎曼球 𝐶̂ =𝐶 [f1g。

2. 抛物型 (Parabolic)：复平面 𝐶。

3. 双曲型 (Hyperbolic)：单位圆盘 𝐷= f𝑧2𝐶:j 𝑧j<1g（或上半平面 𝐻）。

2.2.2 定理的一一对应推论

对于任意（非单连通）的黎曼面 𝑀（即任意代数函数对应的自然定义域），其万有覆叠 𝑀~ 必是
上述三种之一。因此，任何在 𝑀 上的多值函数，都可以拉回到 𝑀~ 上成为一个定义在标准区域
（如圆盘）上的单值全纯函数。

结论：复变函数 𝑓(𝑧)的多值性，本质上是其定义域黎曼面𝑀 的拓扑非平凡性（亏格 𝑔>0 或有穿
孔）造成的。通过单值化定理，我们建立了一一对应：
多值函数 𝑓 在 𝐶 n f𝑃𝑖g  ()  单值函数 𝐹 在黎曼面 𝑀

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

2.3 单值化定理的证明（基于格林函数与狄利克雷原理）
单值化定理的严格证明非常复杂，此处提供基于位势论（Potential Theory）和格林函数（Green's
Function）的证明逻辑框架。主要关注如何将单连通黎曼面映射到标准区域。

证明目标：给定一个单连通黎曼面 𝑆，构造一个共形映射 𝑓 :𝑆!𝐷，其中 𝐷 为 𝐶̂ ;𝐶 ;𝐷 之一。

步骤 1：拓扑区分

首先，根据黎曼面 𝑆 是否紧致（Compact）进行分类：

� 情形 A（紧致）：如果 𝑆 是紧致的（封闭曲面），由拓扑分类定理，单连通闭曲面同胚于
球面。在复结构下，可以证明它全纯同构于黎曼球 𝐶̂。（通常利用黎曼-罗赫定理证明）。

� 情形 B（非紧致）：这是证明的难点。我们需要证明 𝑆 要么等价于 𝐶，要么等价于 𝐷。
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步骤 2：构造格林函数 (Green's Function)

我们试图在 𝑆 上寻找一个类似于“电势”的调和函数。
选取 𝑆 上一点 𝑝0。我们寻找一个在 𝑆 n f𝑝0g 上调和，且在 𝑝0 附近具有对数奇点的函数 𝑔(𝑝; 𝑝0)。
即：
𝑔(𝑝)�¡lnj 𝑧(𝑝)j+harmonic;在 𝑝0 的局部坐标 𝑧 下
且满足边界条件（如果存在边界）。

为了证明这样的函数存在，我们使用佩龙方法 (Perron's Method) 或 狄利克雷原理 (Dirichlet's
Principle)。

� 狄利克雷原理指出：调和函数是使狄利克雷积分（能量泛函）𝐸(𝑢)=
RR

𝑆 (jr𝑢j2 )𝑑𝐴 最小化
的函数。虽然早期的证明有漏洞（黎曼本人使用时未考虑下确界的可达性），但后来由希
尔伯特修复。

步骤 3：双曲型与抛物型的判别

根据格林函数的存在性，将非紧致黎曼面分为两类：

1. 双曲型（对应 𝐷）：
如果在 𝑆上存在正的格林函数 𝑔(𝑝;𝑝0)（即 𝑆的边界“足够大”，能维持一个非零电势），则
𝑆 共形等价于单位圆盘 𝐷。

映射构造：
设 𝑔是格林函数。由于 𝑆 单连通，调和函数 𝑔存在共轭调和函数 ℎ（使得 𝑔+ 𝑖ℎ全纯）。
定义映射：
𝑓(𝑝)= 𝑒¡(𝑔(𝑝)+𝑖ℎ(𝑝))

� 由于 𝑔 在 𝑝0 处有 ¡lnj 𝑧j 的奇点，𝑒¡𝑔 刚好消去奇点，𝑓(𝑝0)=0。

� 由于 𝑔> 0，则 j 𝑓(𝑝)j=𝑒¡𝑔< 1，映射像在单位圆盘内。

� 可以进一步证明 𝑓 是双射，从而 𝑆 =�𝐷。

2. 抛物型（对应 𝐶）：
如果在 𝑆 上不存在正的格林函数（或者说格林函数退化为常数，意味着边界“太远”或不存在，
电势无法维持），则 𝑆 共形等价于复平面 𝐶。
在这种情况下，我们构造形式为 𝑓(𝑝) 的全纯函数，使其像覆盖整个平面。

步骤 4：总结证明

综上所述，对于任意单连通黎曼面 𝑆：

1. 若紧致   =)  𝐶̂。

2. 若非紧致且存在格林函数   =)  𝐷。

3. 若非紧致且不存在格林函数   =)  𝐶。

这涵盖了所有情况，证明了单值化定理。

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

2.4 总结：复变函数与黎曼面的一一对应
结合覆叠空间和单值化定理，我们可以严谨地描述第一部分中3D打印模型的数学本质：

1. 模型即覆叠：我们在3D打印中构建的 𝑃~ (𝑥;𝑦)实体，实际上是函数 𝑤=𝑓(𝑧)的黎曼面 𝑆𝑓 在
三维空间的一个浸入（Immersion）。
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2. 单值性保证：在这个实体模型（黎曼面 𝑆𝑓）上的每一个点 𝑝，都唯一对应一对数值 (𝑧;𝑤)。

� 在复平面 𝐶 上：一个 𝑧 对应多个 𝑤。

� 在黎曼面 𝑆𝑓 上：一个点 𝑝 对应一个 𝑤。

3. 拓扑分类：

� 𝑤= 𝑧
p 的黎曼面同胚于 𝐶（抛物型）。

� 𝑤= 1¡ 𝑧33
p

（紧致化后）是一个亏格为1的环面（Torus），其万有覆叠是 𝐶，但在
局部几何上它通常由椭圆积分描述。

这一理论部分证明了：通过构建黎曼面，我们将“多值函数”这一分析学难题，成功转化为“复
杂拓扑空间上的单值函数”这一几何学问题，从而为3D可视化提供了坚实的数学合法性。

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

第三部分：覆叠空间与实体黎曼面的性质解析

本部分将抽象的“覆叠空间”概念与3D打印的实体模型结合进行讲解。

3.1 覆叠空间 (Covering Space) 的定义

设 𝑋~ 和 𝑋 是拓扑空间，𝑝:𝑋~!𝑋 是连续满射。若对于 𝑋 中任意一点 𝑥，都存在开邻域 𝑈，使得
𝑝¡1(𝑈)是 𝑋~ 中一组不相交开集 f𝑉𝛼g 的并，且每个 𝑝j𝑉𝛼:𝑉𝛼!𝑈 都是同胚，则称 (𝑋~ ;𝑝)是 𝑋 的
覆叠空间。

3.2 结合3D模型的性质讲解

在3D打印模型中，我们通常打印的是黎曼面在三维空间的投影。

1. 叶（Sheets）与光纤（Fiber）：

� 理论：对于非分支点 𝑧0，逆映射 𝑝¡1(𝑧0) 包含 𝑛 个点（对于 𝑛 阶映射）。

� 模型观察：在 𝑤= 𝑧
p 模型上，选择底面复平面上非原点的一点，向上做垂线，会穿

过模型的两层曲面（两个点）。这两层就是覆叠空间的“叶”。垂线与曲面的交点
集合就是纤维。

2. 分支点（Branch Points）与单值性：

� 理论：分支点是无法定义覆叠映射同胚性质的点。

� 模型观察：在 𝑤= 𝑧
p 的原点，𝑤= 1¡ 𝑧33

p
的三个根处，多层曲面合并为一层。在

3D模型中，这是结构最“紧”的地方，也是几何曲率最大的地方。绕着这个实体柱
子（分支点）转一圈，你不会回到原来的高度，而是平滑地滑到了另一层。

3. 单复连通性与割线：

� 理论：为了在平面上定义单值分支，我们引入割线（Branch Cut）。

� 模型观察： 3D模型不需要割线也能存在（它是连续曲面），割线只是我们为了把
模型“压平”到书本上而人为画出的线。在实体模型上，通过手指滑动模拟路径积
分，可以直观看到如果不穿过模型实体，路径是如何从一叶变换到另一叶的，从而
解释了为何单值化需要特定的拓扑结构。

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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第四部分：复变函数黎曼面图像展示

4.1 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤= 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧p 的黎曼面

4.2 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤= 1¡ 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧33
p

的黎曼面

(在接近z=0处截断)
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