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摘要

本文的受众为非物理系学生以及低年级本科生。文章将简要介绍量子力学的基本原

理，并给出一个如标题的简单的例子，用来介绍物理上非常关心的两个问题：拓扑相位

和量子反常。

1 量子力学简介

量子力学作为一个物理理论，总是有一些被认为是“公理”的东西存在的。虽然从历史上来

看，物理学家发现并总结它们经历了大量实验和无数模糊的 arguments，但我们这里只是把

它们作为公理给呈现出来。当然要注意的是，在物理学中，“公理”往往可以被更先进的理

论“证明”，物理学的学习不是一个逻辑链，而是一张逻辑网，对一个物理定义或物理定理

的理解会在各种不同的情境中被逐渐加深，在这里我们只是给出苍白的数学定义用于读者的

入门。

1.1 量子力学的基本公理和定义

这些公理和定义如下：

(1) 一个量子力学系统由一个希尔伯特空间 H 里的向量 |ψ〉 来描述。我们把 |ψ〉 称为一个量

子态。希尔伯特空间上有内积的结构，两个量子态 |ψ〉 和 |ϕ〉 的内积记为 〈ψ|ϕ〉. 如果两个

态只差一个 U(1) 系数：|ϕ〉 ∼ |ψ〉 ⇔ |ϕ〉 = eiθ|ψ〉, θ ∈ R, 那么我们称它们是物理上等价的。

通常我们认为量子态是归一化的：〈ψ|ψ〉 = 1.
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(2) 一个物理学可观测量 A 是一个厄密算符: A : H −→ H. 对 A 的观测会得到某个 A 的本

征值（注意到厄米算符的本征值是实数）。这里要强调一下，在量子力学中，位置是可观测

量，即存在位置算符这种东西，但时间是作为参数存在的。这种时空地位的不等价性会带来

量子力学与相对论的不相容。

(3) 对 A 的测量满足以下原则：假设测量之前系统处于 |ψ〉, A 作为厄米算符其本征态 |a〉

可以取作一组归一化的完备正交基，|ψ〉 在这组基上的展开为：|ψ〉 =
∑

a ca|a〉，叠加系数

为 ca, ca = 〈a|ψ〉, 称为概率幅。由于态 |ψ〉 的归一化条件和 {|a〉} 的正交条件，可以得到∑
a |ca|2 = 1. 对 A 进行测量之后，我们得到测量结果为 a 的概率为 |ca|2，且在依概率得到

测量结果的瞬间，量子态由 |ψ〉 变成相应的 |a〉。这被称为量子态的坍缩。如果我们对一个

算符多次测量，或者系统内含有处于相同的态上的诸多粒子，可以得到测量结果的平均值：

〈A〉 =
∑
a

a|ca|2 = 〈ψ|A|ψ〉 (1)

这种对量子态以及测量的概率解释就是大名鼎鼎的“哥本哈根诠释”。

(4) 在不进行测量时，量子态会遵循薛定谔方程随时间演化：

ih̄
d

dt
|ψ(t)〉 = H|ψ(t)〉 (2)

这里 h̄ 是约化普朗克常数，H 是哈密顿量，是该系统的能量算符，我们会在之后给出详细

的解释。我们假设时间为 t 的态 |ψ(t)〉 是由时间为 t0 的态 |ψ(t0)〉 经历了时间演化得到的：

|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t0)〉 (3)

U(t, t0) 为从 t0 到 t 的时间演化算符。薛定谔方程本质上是在求解时间演化算符，容易证明，

在哈密顿量不含时时（这个 note 中我们只关心不含时的情况），时间演化算符是幺正的：

U(t, t0) = e−iH
h̄
(t−t0) (4)

到此为止读者也许已经被震惊了，这真的是物理学么？回顾经典力学，经典电磁学，我们都

会觉得是那么自然，可以清楚的想象一些粒子以某种方式运动等。然而到了量子力学，世界

就突然变得抽象了起来，其数学语言也变成了线性代数（群表示论）而非直观的微积分。量

子力学难以理解的本质原因及核心问题正是其缺少某种几何直观，当物理学家谈论诸如“波

粒二象性”的时候，他们并不真的知道自己在谈论什么，只是强行的把经典力学中的概念拿
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来类比，以图像化自己的思维。我想真正的“量子几何”，作为新的数学，还没有被发明出

来，当它问世的时候，可能也是当今众多物理学最重要的难题如量子引力问题，强关联强纠

缠的量子多体问题被人们真正理解的时候。这还需要数学家与物理学家的一起努力。

回到正题。我们在第一条公理 (定义) 中提到了“量子力学系统”。那么何为一个量子力学系

统？从还原论的角度看，任何物理系统都应该是量子力学系统，其经典力学描述应该是某种

宏观近似。但实际地来讲，我们往往是把一个经典力学系统“量子化”来得到量子力学系统。

显然，并不是所有量子力学自由度都能从量子化得来，比如我们知道基本粒子有自旋，自旋

是粒子内禀的量子力学自由度，没有经典的物理量与之对应。

在量子化一个经典力学系统之前，我们来简单的回顾一下经典力学。

1.2 经典力学回顾

首先我们介绍经典力学的拉格朗日表述：

一个经典力学系统由拉格朗日量 L(qi, q̇i�t) 描述，它是广义坐标 qi 和广义速度 q̇i (一般情况

下也是时间)的函数。通常情况下，非相对论经典力学的拉氏量具有“动能 −势能”的形式，

比如单粒子在势场 V (q) 下, 拉氏量为：

L =
1

2
mq̇2 − V (q) (5)

给定任意一条路径 qi(t)，注意这条路径未必是真实发生的，可以定义作用量:

S[q] =

∫
dtL(q(t), q̇(t), t) (6)

而物理允许发生的路径是使得作用量最小的那条路径。这即是最小作用量原理，它在经典力

学中是作为公理给出的。这条物理的路径满足欧拉-拉格朗日方程：

∂L

∂qi
=

d

dt
(
∂L

∂q̇i
) (7)

读者可以拿一些简单的例子自行验证，这正是牛顿第二定律。注意：如果给拉氏量加上任意

一个时间全导数项，作用量只会相差一个只与出末位置有关的常数，因此不影响经典路径。

即

L ∼ L+
d

dt
f(q, q̇, t) (8)
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对于一个在磁场中运动的带电粒子，假设其电荷量为 Q，磁场的矢势为 A(∇×A = B), 那

么其拉氏量为：

L =
1

2
mv2 +Qv ·A(x) (9)

作为必做的练习，请读者验证其经典运动方程为：

mv̇ = Qv ×B (10)

接下来介绍经典力学的哈密顿表述：

定义正则动量：

pi =
∂L

∂q̇i
(11)

那么有哈密顿量：

H(p, q, t) = (piq̇i − L)|pi= ∂L
∂q̇i

(12)

哈密顿量对应着是系统的能量，读者可以验证，对于 (3) 式提到的拉氏量，其哈密顿量为

H =
p2

2m
+ V (q) (13)

即动能加势能。经典路径的 pi(t), qi(t) 满足哈密顿正则方程：

ṗi =
∂H

∂qi

q̇i = −∂H
∂pi

(14)

读者可以自行验证，这同样也是牛顿第二定律。对于一个在磁场中运动的带电粒子，假设其

电荷量为 Q，磁场的矢势为 A(∇×A = B), 那么其哈密顿量为:

H =
(p−QA(x))2

2m
(15)

作为必做的练习，证明正则方程与牛顿第二定律等价。

定义任意的物理学量 A(p, q)�B(p, q) 之间的泊松括号：

{A,B} =
∑
i

(
∂A

∂pi

∂B

∂qi
− ∂A

∂qi

∂B

∂pi
) (16)

那么有：

{qi, pj} = δij

{qi, qj} = 0

{pi, pj} = 0

(17)
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此外，利用正则方程可以推出任何一个物理量的时间演化满足的方程：

d

dt
A(p, q, t) = {H,A}+ ∂

∂t
A(p, q, t) (18)

这被称为泊松方程。

1.3 路径积分量子化

接下来我们介绍如何如何将一个经典力学系统量子化为一个量子力学系统。首先来介绍一种

自然的方法：路径积分量子化。

路径积分的想法最早来源于费曼对双缝干涉的思考。我们知道将一个个单光子射向双缝，在

双缝后的光屏上可以看到光的干涉图像。费曼的想法不同于通常物理学家的“光的波动说”，

他认为量子力学世界的粒子也许真的是同时通过了双缝。量子力学的粒子并不是走使得作用

量最小的经典路径，而是有可能走所有的路径，直到你测量它时，再依概率坍缩到一个确定

的位置。假设在 t0 时刻刚发射光子处于位置本征态 |x0〉, 经历了 t− t0 的时间演化后，我们

测量它的位置，那么测到其位置在 x 处的概率幅为：

K(x, t; x0, t0) = 〈x|e−iH
h̄
(t−t0)|x0〉 (19)

这也称为从 (x0, t0) 到 (x, t) 的传播子。

费曼给出了路径积分量子化的表达式：

K(x, t; x0, t0) =

∫ x(t)=x

x(t0)=x0

D[x(t)] ei
S[x(t)]

h̄ (20)

等式的右边的积分的积分变量是所有路径，每条路径给传播子的贡献是 ei
S
h̄，S 是该路径对

应的作用量。等式左边是量子力学量，而等式右边是经典力学量，因此这被称为是一种” 量

子化”。

积分测度 D[x(t)] 通常是根据差分定义的，对于 d 维欧式空间的路径积分，有∫
D[x] = limN→∞(

m

2πh̄i(t− t0)
)
Nd
2

∫
ΠN−1

n=1 ddxn (21)

数学家也许要崩溃了，这个测度是良定义的么？事实上在一些情况下确实不是，不过这个

note 中我们并不会涉及任何具体路径积分的计算。物理学家会算的路径积分只有高斯型积

分。

这里要强调的是，路径积分量子化是一种“公理”，本质上是不能被证明的。但我们可以证

明其他形式的量子化与之等价。至于其正确性，自然是被实验验证的。物理学最不平凡的地

方正是这些空降的表达式，而之后的逻辑推导反而是相对平凡的。
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我们把初末位置相同的路径积分称为生成函数，有些地方也叫它配分函数，即:

Z =

∫ x(t)=x0

x(t0)=x0

D[x(t)] ei
S[x(t)]

h̄ (22)

配分函数可以给出物理系统全部的信息。

1.4 正则量子化

现在我们再来看正则量子化。正则量子化是从哈密顿形式的经典力学出发做量子化，其形式

简单粗暴: 把两个经典力学量的泊松括号映射到他们对应的量子力学算符的对易子。具体来

说:

{A,B} ⇔ 1

ih̄
[A,B] (23)

这里 [A,B] = AB − BA.

于是有以下关系：

[qi, pj] = ih̄δij

[qi, qj] = 0

[pi, pj] = 0

(24)

正则量子化与路径积分量子化在一定程度上是等价的，他们可以相互推出彼此。不过两种量

子化的方式都存在一些问题，实际上到目前为止都没有一种完美的量子化方案。

1.4.1 表象与表象下的算符

抽象的算符利于做代数运算，但计算具体的数值，我们还需要更利于操作的语言。对于量子

态 |ψ〉, 定义其在可观测量 A 表象下的波函数为：

ψ(a) = 〈a|ψ〉 (25)

这里 A|a〉 = a|a〉. 我们定义在 A 表象下的 O 算符 OA：

〈a|O|ψ〉 = OA(〈a|ψ〉) (26)

这里留一个练习：证明算符的对易关系与表象无关。

于是坐标表象下的波函数（以后在不加限定时，波函数特指坐标表象下的波函数）为 ψ(x) =

〈x|ψ〉。在坐标表象下，可以证明（留作练习）动量算符为：

pi = −ih̄ ∂

∂xi
(27)
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于是动量算符的本征波函数为：

ψp(x) ∝ ei
p
h̄
x (28)

坐标表现下的单粒子薛定谔方程为：

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = − h̄2

2m
∇2ψ(x, t) + V (x)ψ(x, t) (29)

1.5 对称性

对称性是物理学最关心的话题，甚至没有之一。对称性的含义是指物理系统在某种操作下保

持不变。对于经典力学，物理系统不变即指拉氏量在某种操作下至多差一个时间全导数，或

者作用量至多差一个只和初末位置有关的常数。

关于经典力学的对称性有一条极为重要的定理，诺特定理：

一个连续的对称性一定对应着一个守恒量。

这里由于时间原因我们不予证明，但可以举一些耳熟能详的例子：能量守恒是由于时间平移

对称性，动量守恒是由于空间平移对称性，角动量守恒是由于空间旋转对称性...

对于量子力学，在路径积分量子化中，物理系统的对称性除了满足于经典力学对称性的要求

之外，还要求配分函数不变。因此有些经典力学的对称性放在量子力学中就被违背了，这种

现象被称为量子反常。

在正则量子化中，对称性的描述稍微复杂一些。我们知道一个群可以描述一系列操作，我们

希望这些操作能作用在物理系统/量子态上。于是自然的我们希望去做群在量子系统处于的

希尔伯特空间中的表示，考虑到量子态的归一性，我们要求物理的表示是 unitary 的，再考

虑到量子态的相位模糊性，我们允许投影表示的存在。假设我们关心的操作构成群 G，那么：

U : G −→ L(H)

g 7→ U(g)

U(g1)U(g2) = eiω(g1,g2)U(g1, g2)

(30)

ω(g1, g2) ∈ R

我们说量子力学系统具有对称性 G，即是说其 (投影) 表示与哈密顿量对易：

[U(g), H] = 0, ∀g ∈ G (31)
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下面我们来理解这这样定义的含义。拿空间旋转操作举例，空间旋转操作构成了 SO(3) 群，

我们知道 SO(3) 的李代数满足：[Li, Lj] = iϵijkLk，这些元素是李群的生成元，他们在希尔

伯特空间中的表示对应了量子力学中的可观测量，这里即角动量算符。于是绕 z 轴旋转的

SO(3) 群元的 unitary 表示为：

Dz(θ) = e−iLz
h̄

θ (32)

如果 [Dz(θ), H] = 0，那么 [Dz(θ), U(t, t0)] = 0，U(t, t0) 为之前定义的时间演化算符。假设

我们有量子态 |ψ〉，那么有

Dz(θ)U(t, t0)|ψ〉 = U(t, t0)Dz(θ)|ψ〉 (33)

即先旋转再时间演化，和先时间演化再旋转的结果是一样的。此外，如果计算算符 Lz 的平

均值随时间的演化，有

〈ψ|Lz|ψ〉 −→ 〈ψ|U †LzU |ψ〉 = 〈ψ|Lz|ψ〉 (34)

即，当系统有绕 z 轴的旋转对称性时， d
dt
〈Lz〉 = 0，系统的角动量守恒，这与经典力学的诺

特定理是对应的。事实上，对于任意不含时的物理量 O，我们都能根据薛定谔方程推出海森

堡运动方程：

ih̄
d

dt
〈O〉 = 〈[O,H]〉 (35)

这与经典力学的泊松方程是对应的。

2 模型

下面我们介绍一个例子，作为对于以上内容的应用。考虑一个带电粒子被约束在一个环上运

动。我们选取广义坐标为环上的角度 θ，在环中心穿有一个大小为 Φ 的磁通，于是在环上沿

环方向有矢势 A，满足

Φ =

∮
Adθ

因此 A = Φ
2π
。我们假设粒子的电量和质量都为 1，取自然单位制 h̄ = 1. 很容易写出其拉矢

量与哈密顿量：

L =
1

2
(θ̇)2 + θ̇A

H =
1

2
(p− A)2

(36)
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2.1 作为经典力学系统

由于经典系统的拉矢量与不加磁场时的拉矢量 L0 只差一个时间全导数项 θ̇A, 因此两者的经

典动力学行为完全相同。与之对应的，是经典的带电粒子只能感受到电磁场，而环上并没有

磁场。

该经典力学系统具有 O(2) 对称性：(1) SO(2) : θ → θ + α, 这里 α 是一个常数，在此操作下

拉矢量不变。这是一个沿着环的旋转对称性，也即 SO(2) 对称性。(2) Z2 : θ → −θ，在此操

作下 L→ L− 2θ̇A，只差全导数项。这是一个对于 y 轴翻转的对称性。两个对称性合在一起

为一个 O(2) 对称性。

2.2 作为量子力学系统：拓扑相位，量子反常与自发对称性破缺

2.2.1 路径积分角度

我们先从拉矢量的角度来把该模型作为量子力学系统分析。量子力学系统被配分函数刻画，

即

Z(Φ) =

∫
D[θ]eiS =

∫
D[θ] ei

Φ
2π

∫
θ̇dteiS0 (37)

注意到，由于配分函数要求传播的始末位置相同，因此 ei
Φ
2π

∫
θ̇dt = einΦ，n为回到初始位置转

的圈数。因此这一项与具体的路径无关，只与圈数有关。更准确的说，要求回到初始位置意味

着我们把时间卷成了一个环，一个路径 θ 是从时间到物理构型的映射，这里即 θ : S1 → S1，

所有的路径可以有该映射的同伦群分类，即 π1(S1) = Z，路径被一个整数标记，这里即转的

圈数。路径积分中，这样的与具体路径无关，只与时空和靶空间的拓扑结构有关的相位叫做

拓扑相，之后我们会更详细的解释。进一步的，我们可以把配分函数写成以下形式：

Z(Φ) =
∑
n

einΦ
∫
n

D[θ] eiS0 (38)

只在每一个同伦等价类中做路径积分，再把不同类的求和。

下面我们来分析该量子力学系统的对称性。显然，SO(2) 旋转对称性仍然是被保持的。但一

般的 Z2 翻转对称性在量子力学系统中却被破坏了。这是由于 θ → −θ 会使得顺（逆）时针

转动变成逆（顺）时针转动，体现在配分函数里，即 n→ −n，配分函数改变，因此翻转对

称性不再是量子力学对称性。这种经典力学对称在量子力学中不是对称性的现象被称为量子
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反常（quantum anomaly）。然而，并不是所有的 Z2 对称性都被破坏了，当 Φ = 0 或 Φ = π

时，einΦ = e−inΦ，此时系统仍保持翻转对称性，也即拥有完整的 O(2) 对称性。

2.2.2 正则量子化角度

做正则量子化 [θ, p] = i, 可以得到 p 在坐标表象下的形式：

p = −i ∂
∂θ

(39)

解哈密顿量的本征方程:
1

2
(−i ∂

∂θ
− Φ

2π
)2ψ = Eψ (40)

这里 ψ 为（坐标表象下的）波函数 ψ(θ)，θ ∈ [0, 2π]。波函数具有周期性边界条件：ψ(0) =

ψ(2π)，可以得到:

ψn(θ) =
1√
2π
einθ

En =
1

2
(n− Φ

2π
)2

(41)

旋转操作来自 SO(2) 的酉表示，旋转的生成元正是绕 z 轴的角动量算符 p，因此绕 z 轴转

α 角的操作即为:

Vα = e−iαp (42)

由于 [Vα, H] = 0，量子力学系统具有 SO(2) 对称性，且有

Vα|n〉 = e−inα|n〉 (43)

翻转操作来自 Z2的表示，假设翻转操作为 R。如果我们要求 R是一个对称性，即 [R,H] = 0，

那么对于任意本征态 |n〉，

HR|n〉 = RH|n〉 = EnR|n〉 (44)

因此 R|n〉 是具有相同能量的本征态, R|n〉 = α|m〉:

(n− Φ

2π
)2 = (m−− Φ

2π
)2 (45)

解得 m = n或 m+n = Φ
π
。m = n意味着 R就是单位算符，舍去。由于 m,n ∈ Z，m+n = Φ

π

要求 Φ = 0 或 Φ = π。这与我们从路径积分角度分析的结果相同。更进一步的，不妨规定:

R|n〉 = | − n〉,Φ = 0;

R|n〉 = |1− n〉,Φ = π
(46)
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根据翻转的物理意义我们知道

R−1θR = −θ (47)

这里 θ 是角度算符，给算符 A 进行酉操作 U 的结果为 U−1AU 容易验证

R−1VαR = V−α, Φ = 0;

R−1VαR = e−iαV−α, Φ = π
(48)

(48) 的第一行是符合我们的预期的，而打开大小为 π 的磁通后，就会多出 e−iα 的相位。令

α → 0，我们可以得到角动量在翻转操作后的结果:

R−1pR = −p, Φ = 0;

R−1pR = −p+ 1, Φ = π
(49)

这样便有

R−1(p− Φ

2π
)2R = (p− Φ

2π
)2

[R,H] = 0 成立。
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